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Θεωρίας

 
Δασικής

 
Διαχειριστικής

 
Ι
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Γραμμικός
 προγραμματισμός

ΜαθηματικήΜαθηματική
 

τεχνικήτεχνική
 

γιαγια
 

νανα
 βρίσκουμεβρίσκουμε

 
τιςτις

 
άριστεςάριστες

 χρήσειςχρήσεις
 

περιορισμένωνπεριορισμένων
 πόρωνπόρων

 
μίαςμίας

 
επιχείρησηςεπιχείρησης

 
ήή

 οργανισμούοργανισμού
 

ήή
 

συστήματοςσυστήματος..



ΟΡΟΛΟΓΙΑΟΡΟΛΟΓΙΑ

Προγραμματισμός

Γραμμικός ΠεριγράφειΠεριγράφει
 

γραμμικήγραμμική
 

σχέσησχέση
 ανάμεσαανάμεσα

 
σεσε

 
δύοδύο

 
ήή

 
περισσότερεςπερισσότερες

 μεταβλητέςμεταβλητές..

ΑναφέρεταιΑναφέρεται
 

στηνστην
 

χρήσηχρήση
 μαθηματικώνμαθηματικών

 
τεχνικώντεχνικών

 
πουπου

 χρησιμοποιούνταιχρησιμοποιούνται
 

γιαγια
 

νανα
 βρούμεβρούμε

 
τηντην

 
καλύτερηκαλύτερη

 
δυνατήδυνατή

 λύσηλύση
 

σεσε
 

προβλήματαπροβλήματα
 

μεμε
 περιορισμένουςπεριορισμένους

 
πόρουςπόρους..



ΚΥΡΙΑΚΥΡΙΑ
 

ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ
 ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ

 
ΓΓ..ΠΠ..

1.
 
Η

 
επιχείρηση

 
, ο

 
οργανισμός

 
ή

 
το

 
σύστημα

 
θα

 
πρέπει

 
να

 πετύχει
 

κάποιο
 

αντικειμενικό
 

σκοπό
 

(objective).

2.

 

Πρέπει
 

να
 

υπάρχουν
 

εναλλακτικοί
 

τρόποι
 

δράσης
 (alternative courses of action)

 
για

 
την

 
επίτευξη

 
του

 αντικειμενικού
 

σκοπού.

3.    3.    ΟιΟι
 

πόροιπόροι
 

πρέπειπρέπει
 

νανα
 

είναιείναι
 

περιορισμένοι
 

..

4.     4.     ΟΟ
 

αντικειμενικόςαντικειμενικός
 

σκοπόςσκοπός
 

καικαι
 

οιοι
 

περιορισμοίπεριορισμοί
 

πρέπειπρέπει
 

νανα
 μπορούνμπορούν

 
νανα

 
εκφρασθούνεκφρασθούν

 
σανσαν

 
γραμμικέςγραμμικές

 
εξισώσειςεξισώσεις

 
ήή

 ανισώσειςανισώσεις



**
 

ΟιΟι
 

περισσότεροιπερισσότεροι
 

περιορισμοίπεριορισμοί
 

σταστα
 προβλήματαπροβλήματα

 
ΓΓ..ΠΠ. . εκφράζονταιεκφράζονται

 
σανσαν

 ανισώσειςανισώσεις. . ΈτσιΈτσι
 

επιτρέπουνεπιτρέπουν
 

πολλέςπολλές
 δυνατέςδυνατές

 
λύσειςλύσεις..



ΓΡΑΦΙΚΗΓΡΑΦΙΚΗ
 

ΛΥΣΗΛΥΣΗ
 

ΓΓ..ΠΠ. . 

* * ΕίναιΕίναι
 

δυνατήδυνατή
 

μόνομόνο
 

ότανόταν
 

υπάρχουνυπάρχουν
 

2 2 ήή
 

3 3 
μεταβλητέςμεταβλητές..

ΔιαδικασίαΔιαδικασία

1. Διαμορφώνουμε
 

την
 

πληροφορία
 

σε
 μαθηματική

 
μορφή. Υπάρχουν

 
2 μαθηματικές

 εκφράσεις
 

στα
 

γραμμικά
 

προγράμματα
 

:



ΑντικειμενικήΑντικειμενική
 συνάρτησησυνάρτηση

 ((objective objective 
functionfunction))

Έκφραση
 

που
 

δείχνει
 

την
 

σχέση
 ανάμεσα

 
στις

 
μεταβλητές

 
του

 προβλήματος
 

και
 

τον
 

σκοπό
 

της
 επιχείρησης

 
, του

 
οργανισμού

 
ή

 συστήματος.   Η
 

αντικειμενική
 συνάρτηση

 
μπορεί

 
να

 
βρίσκεται

 σε
 

2 κατευθύνσεις
 

:

Μεγιστοποίηση
 

(π.χ. κέρδους)

Ελαχιστοποίηση
 

(π.χ. κόστους)



ΠεριορισμοίΠεριορισμοί

(Constraints)(Constraints)

Εκφράσεις
 

(κυρίως
 

ανισώσεις) που
 δείχνουν

 
ένα

 
όριο

 
στην

 διαθεσιμότητα
 

των
 

πόρων.              

Μπορεί
 

να
 

είναι
 

μη-αρνητικοί
 περιορισμοί

 
(non negative 

constraints)
 

που
 

εννοούν
 

ότι
 

η
 

λύση
 του

 
γραμμικού

 
προγράμματος

 βρίσκεται
 

στο
 

1ο
 

τεταρτημόριο
 

, όπου
 οι

 
τιμές

 
είναι

 
θετικές

 
(έτσι

 
ώστε

 
να

 έχουν
 

νόημα
 

οι
 

απαντήσεις). Όλοι
 

οι
 μη

 
αρνητικοί

 
περιορισμοί

 
λέγονται

 δομικοί
 

(structural constraints).



2. Σχεδιάζουμε
 

τους
 

περιορισμούς
 

σε
 

γραφικό

Ο
 

αντικειμενικός
 

σκοπός
 

σε
 

γραμμική
 

μορφή
 

λέγεται
 αντικειμενική

 
συνάρτηση

 
, οι

 
εναλλακτικές

 
λέγονται

 μεταβλητές
 

απόφασης
 

, οι
 

δε
 

πόροι
 

σε
 

γραμμική
 

μορφή
 λέγονται

 
περιορισμοί.



Μαθηματικά MAX      Z=CMAX      Z=C11
 

*X*X11
 

++…….+C.+Cnn
 

*X*Xn     n     
(MIN)                                   (MIN)                                   

έτσιέτσι
 

ώστεώστε

α11
 

*x1
 

+α12
 

*x2
 

+ ….+α1n
 

*xn
 

<= b1
 (>=)  .      

α21
 

*x1
 

+α22
 

*x2
 

+….+α2n
 

*xn
 

<= b2
 (>=)  .

am1
 

*x1
 

+am2
 

*x2
 

+….amn
 

*xn
 

<= bn
 (>=)  . 

Xj
 

>=0 (j=1,2,3….,n)



Που
 

σημαίνει

να
 

βρεθούν
 

οι
 

τιμές
 

των
 

xj
 

που
 

μεγιστοποιούν
 

ή
 ελαχιστοποιούν

 
την

 
συνάρτηση

 
Z

 
εφόσον

 
ικανοποιούν

 
τους

 δοσμένους
 

περιορισμούς.

xxjj ΜονάδεςΜονάδες
 

προϊόντοςπροϊόντος
 

j j πουπου
 

πρέπειπρέπει
 

νανα
 

παραχθούνπαραχθούν
 

σεσε
 ορισμένοορισμένο

 
χρονικόχρονικό

 
διάστημαδιάστημα

 
ήή

 
δραστηριότητεςδραστηριότητες

 
πουπου

 πρέπειπρέπει
 

νανα
 

επιδιωχθούνεπιδιωχθούν
 

σεσε
 

ορισμένοορισμένο
 

χρόνοχρόνο..

ccjj ΜεταβολήΜεταβολή
 

τουτου
 

ZZ
 

ότανόταν
 

τοτο
 

j j μεταβάλλεταιμεταβάλλεται
 

κατάκατά
 

μίαμία
 μονάδαμονάδα



bbii ΠοσότηταΠοσότητα
 

συντελεστούσυντελεστού
 

παραγωγήςπαραγωγής
 

ii
 

πουπου
 

διατίθεταιδιατίθεται
 γιαγια

 
παραγωγήπαραγωγή

 
ήή

 
προϊόντωνπροϊόντων

 
..

ddijij

(i=1,2,,,n)(i=1,2,,,n)
ΠοσότηταΠοσότητα

 
συντελεστούσυντελεστού

 
παραγωγήςπαραγωγής

 
ii

 
πουπου

 
πουπου

 καταναλώνεταικαταναλώνεται
 

κατάκατά
 

μονάδαμονάδα
 

συντελεστούσυντελεστού
 

j.j.

ΗΗ
 

περιοχήπεριοχή
 

πουπου
 

περιέχειπεριέχει
 

όλεςόλες
 

τιςτις
 

δυνατέςδυνατές
 

λύσειςλύσεις
 

πουπου
 είναιείναι

 
εφικτέςεφικτές

 
((feasiblefeasible))

 
, , δηλαδήδηλαδή

 
ικανοποιούνικανοποιούν

 
τουςτους

 περιορισμούςπεριορισμούς
 

τουτου
 

προβλήματοςπροβλήματος
 

λέγεταιλέγεται
 

περιοχήπεριοχή
 

εφικτώνεφικτών
 λύσεωνλύσεων

 
((feasible regionfeasible region))..



3.3.
 

ΒρίσκουμεΒρίσκουμε
 

τατα
 

σημείασημεία
 

πουπου
 

προσδιορίζουνπροσδιορίζουν
 

τηντην
 

περιοχήπεριοχή
 εφικτώνεφικτών

 
λύσεωνλύσεων

4. 4. ΣχεδιάζουμεΣχεδιάζουμε
 

τηντην
 

καμπύληκαμπύλη
 

ίσωνίσων
 

εκροώνεκροών
 

(isoprofit (isoprofit 
line) line) καικαι

 
τηντην

 
μετατοπίζουμεμετατοπίζουμε

 
παράλληλαπαράλληλα

 
έτσιέτσι

 
ώστεώστε

 
ηη

 συνολικήσυνολική
 

εκροήεκροή
 

((ππ..χχ.) .) κέρδοςκέρδος
 

νανα
 

αυξάνειαυξάνει
 

μέχριμέχρι
 

τουτου
 σημείουσημείου

 
πουπου

 
οποιαδήποτεοποιαδήποτε

 
μετατόπισημετατόπιση

 
θαθα

 
μετακινούσεμετακινούσε

 τηντην
 

καμπύληκαμπύλη
 

έξωέξω
 

απόαπό



ΣημείωσηΣημείωση

ΗΗ
 

ίδιαίδια
 

διαδικασίαδιαδικασία
 

ακολουθείταιακολουθείται
 

καικαι
 

σταστα
 

γραμμικάγραμμικά
 προγράμματαπρογράμματα

 
όπουόπου

 
επιχειρείταιεπιχειρείται

 
ηη

 
ελαχιστοποίησηελαχιστοποίηση

 τηςτης
 

αντικειμενικήςαντικειμενικής
 

συνάρτησηςσυνάρτησης

ΔιαφοράΔιαφορά
 

υπάρχειυπάρχει
 

μόνομόνο
 

στοστο
 

44οο
 

πεδίοπεδίο
 

όπουόπου
 

ηη
 καμπύληκαμπύλη

 
ίσωνίσων

 
εκροώνεκροών

 
((isocostisocost

 
lineline))

 
μετατοπίζεταιμετατοπίζεται

 παράλληλαπαράλληλα
 

έτσιέτσι
 

ώστεώστε
 

τοτο
 

συνολικόσυνολικό
 

κόστοσκόστοσ
 

νανα
 μειώνεταιμειώνεται..



ΑΝΑΛΥΣΗΑΝΑΛΥΣΗ
 

ΛΥΣΕΩΝΛΥΣΕΩΝ
 

ΓΡΑΜΜΙΚΟΥΓΡΑΜΜΙΚΟΥ
 ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ

ΗΗ
 

διαδικασίαδιαδικασία
 

επίλυσηςεπίλυσης
 

προβλημάτωνπροβλημάτων
 

ΓΓ..ΠΠ. . είναιείναι
 

ωςως
 

εξήςεξής
 κατάκατά

 
τηντην

 
χρήσηχρήση

 
τουτου

 
προγράμματοςπρογράμματος

 
LINDOLINDO

 
στουςστους

 
ΗΗ//ΥΥ..

ΑΝΑΛΥΣΗ ΛΥΣΕΩΝ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ

ΑΡΙΣΤΗ ΛΥΣΗ ΑΠΕΡΙΟΡΙΣΤΗ ΛΥΣΗ

ΕΦΙΚΤΗ ΛΥΣΗ ΜΗ ΕΦΙΚΤΗ ΛΥΣΗ

ΛΥΣΗ Γ.Π.



ΠΑΡΑΔΟΧΕΣΠΑΡΑΔΟΧΕΣ
 

ΤΟΥΤΟΥ
 

ΓΓ..ΠΠ..

ΑΝΑΛΟΓΙΚΟΤΗΤΑΑΝΑΛΟΓΙΚΟΤΗΤΑ

ΗΗ
 

συνεισφοράσυνεισφορά
 

όλωνόλων
 

τωντων
 

δραστηριοτήτωνδραστηριοτήτων
 στηνστην

 
αντικειμενικήαντικειμενική

 
συνάρτησησυνάρτηση

 
είναιείναι

 
άμεσαάμεσα

 
αναλοαναλο99γικήγική

 
μεμε

 
τοτο

 επίπεδοεπίπεδο
 

τηςτης
 

δραστηριότηταςδραστηριότητας
 

. . ΌτανΌταν
 

τοτο
 

επίπεδοεπίπεδο
 

τηςτης
 δραστηριότηταςδραστηριότητας

 
αυξάνειαυξάνει

 
ήή

 
μειώνεταιμειώνεται

 
, , ηη

 
αλλαγήαλλαγή

 
στηνστην

 αντικειμενικήαντικειμενική
 

συνάρτησησυνάρτηση
 

πουπου
 

οφείλεταιοφείλεται
 

στηνστην
 

αλλαγήαλλαγή
 

μίαςμίας
 μονάδαςμονάδας

 
τηςτης

 
δραστηριότηταςδραστηριότητας

 
παραμένειπαραμένει

 
ίδιαίδια..επίσηςεπίσης

 
τοτο

 
ποσόποσό

 τωντων
 

πόρωνπόρων
 

πουπου
 

χρησιμοποιούνταιχρησιμοποιούνται
 

σεσε
 

κάθεκάθε
 

δραστηριότηταδραστηριότητα
 είναιείναι

 
άμεσαάμεσα

 
ανάλογοανάλογο

 
μεμε

 
τοτο

 
επίπεδοεπίπεδο

 
τηςτης

 
δραστηριότηταςδραστηριότητας..



ΠΡΟΣΘΕΤΙΚΟΤΗΤΑΠΡΟΣΘΕΤΙΚΟΤΗΤΑ

ΗΗ
 

συνεισφοράσυνεισφορά
 

όλωνόλων
 

τωντων
 

δραστηριοτήτωνδραστηριοτήτων
 

στηνστην
 αντικειμενικήαντικειμενική

 
συνάρτησησυνάρτηση

 
είναιείναι

 
ίσηίση

 
μεμε

 
τοτο

 
άθροισμαάθροισμα

 
τηςτης

 συνεισφοράςσυνεισφοράς
 

κάθεκάθε
 

μίαςμίας
 

δραστηριότηταςδραστηριότητας. . ΌμοιαΌμοια, , τοτο
 συνολικόσυνολικό

 
ποσόποσό

 
τωντων

 
πόρωνπόρων

 
πουπου

 
χρησιμοποιείταιχρησιμοποιείται

 
από΄όλεςαπό΄όλες

 τιςτις
 

δραστηριότητεςδραστηριότητες
 

είναιείναι
 

τοτο
 

άθροισμαάθροισμα
 

τουτου
 

ποσούποσού
 

τωντων
 πόρωνπόρων

 
πουπου

 
κάθεκάθε

 
μίαμία

 
δραστηριότηταδραστηριότητα

 
χρησιμοποιείχρησιμοποιεί

 ανεξάρτηταανεξάρτητα..



ΔΙΑΙΡΕΤΟΤΗΤΑΔΙΑΙΡΕΤΟΤΗΤΑ

ΌλεςΌλες
 

οιοι
 

δραστηριότητεςδραστηριότητες
 

είναιείναι
 

συνεχείςσυνεχείς
 

καικαι
 μπορούνμπορούν

 
νανα

 
πάρουνπάρουν

 
οποιαδήποτεοποιαδήποτε

 
θετικήθετική

 
τιμήτιμή. . 

ΔηλαδήΔηλαδή
 

οο
 

ΓΓ..ΠΠ. . δενδεν
 

είναιείναι
 

κατάλληλοςκατάλληλος
 

γιαγια
 προβλήματαπροβλήματα

 
πουπου

 
οιοι

 
μεταβλητέςμεταβλητές

 
λήψηςλήψης

 
απόφασηςαπόφασης

 είναιείναι
 

ακέραιοιακέραιοι..

ΚΑΘΟΡΙΣΤΗΚΌΤΗΤΑΚΑΘΟΡΙΣΤΗΚΌΤΗΤΑ

ΟΟ
 

ΓΓ..ΠΠ.  .  ΕίναιΕίναι
 

καθοριστικόκαθοριστικό
 

μοντέλομοντέλο. . ΔενΔεν
 

παίρνειπαίρνει
 υπόψηυπόψη

 
ότιότι

 
όλοιόλοι

 
οιοι

 
συντελεστέςσυντελεστές

 
είναιείναι

 προσεγγίσειςπροσεγγίσεις
 

, , ότανόταν
 

υπολογίζειυπολογίζει
 

μίαμία
 συγκεκριμένησυγκεκριμένη

 
λύσηλύση. . ΓιΓι’’αυτόαυτό

 
πρέπειπρέπει

 
νανα

 
γίνεταιγίνεται

 ανάλυσηανάλυση
 

ευαισθησίαςευαισθησίας..



ΓΡΑΦΙΚΗΓΡΑΦΙΚΗ
 

ΛΥΣΗΛΥΣΗ

11οο
 

στάδιοστάδιο
 

((μαθηματικήμαθηματική
 

έκφρασηέκφραση
 

προβλημάτωνπροβλημάτων))

ΑντικΑντικ. . συναρσυναρ.      .      ΖΖ=8.000=8.000ΤΤ
 

+ 6.000+ 6.000ΚΚ

κέρδοςκέρδος

μεμε
 

περιορισμούςπεριορισμούς

44ΤΤ+2+2ΚΚ<=60        (<=60        (συναρμολόγηση))

22ΤΤ+2+2ΚΚ<=48        (<=48        (φινίρισμα))

ΤΤ>=0>=0

ΚΚ>=0>=0



22οο
 

στάδιοστάδιο
 

((σχεδιασμόςσχεδιασμός
 

περιορισμώνπεριορισμών))

00 55 1010 1515 2020 2525 3030

55

1010

1515

2020

3030

2525

ΑΑ ** **

**

**

.. .. .. .. .. ..

..

..

..

..

..

..

CC FF**

EE

BB

.. DD

4T+2K=604T+2K=60

2T+4K=482T+4K=48

((ΑριθμόςΑριθμός
 καρεκλώνκαρεκλών))

ΚΚ

ΤΤ ((αριθμόςαριθμός
 τραπεζιώντραπεζιών))



••
 

ΌλοιΌλοι
 

οιοι
 

συνδυασμοίσυνδυασμοί
 

στηνστην
 

γραμμήγραμμή
 

BC BC δίνουνδίνουν
 

συνολικόσυνολικό
 χρόνοχρόνο

 
ίσοίσο

 
μεμε

 
60 60 ώρεςώρες

 
((διαθέσιμεςδιαθέσιμες

 
ώρεςώρες

 
στοστο

 
τμήματμήμα

 συναρμολόγησηςσυναρμολόγησης). ). ΌλαΌλα
 

τατα
 

σημείασημεία
 

κάτωκάτω
 

απόαπό
 

τηντην
 γραμμήγραμμή

 
δίνουνδίνουν

 
συνολικόσυνολικό

 
χρόνοχρόνο

 
μικρότερομικρότερο

 
(<) (<) τουτου

 
60.60.

ΠεριοχήΠεριοχή
 

εφικτώνεφικτών
 λύσεωνλύσεων

ΜεΜε
 

τοτο
 

ίδιοίδιο
 

τρόποτρόπο
 

σχεδιάζουμεσχεδιάζουμε
 

τηντην
 

EFEF τουτου
 

22ουου
 περιορισμούπεριορισμού. . ΗΗ

 
περιοχήπεριοχή

 
AEDCAEDC

ΆραΆρα
 

ηη
 

περιοχήπεριοχή
 

ABCABC = = περιοχήπεριοχή
 

δυνατώνδυνατών
 

λύσεωνλύσεων
 τουτου

 
11ουου

 
περιορισμούπεριορισμού..

ικανοποιείικανοποιεί
 

όλουςόλους
 

τουςτους
 περιορισμούςπεριορισμούς

 
..



33οο
 

στάδιοστάδιο

ΒρίσκουμεΒρίσκουμε
 

τατα
 

σημείασημεία
 

πουπου
 

προσδιορίζουνπροσδιορίζουν
 

τηντην
 

περιοχήπεριοχή
 τωντων

 
εφικτώνεφικτών

 
λύσεωνλύσεων. . ΉδηΉδη

 
έχουμεέχουμε

A(0,0)A(0,0)

B(0,12)B(0,12)

C(15,0)C(15,0)

ΠωςΠως
 

βρίσκουμεβρίσκουμε
 

τοτο
 

D ;D ;

••ΕίτεΕίτε
 

μεμε
 

ακριβέστατοακριβέστατο
 

γραφικόγραφικό..

••ΕίτεΕίτε
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44ΤΤ+2+2ΚΚ=60  <=>   =60  <=>   ΚΚ= (60= (60--44ΤΤ)/2)/2

22ΤΤ+4(60+4(60--44ΤΤ) =48 <=>  ) =48 <=>  ΤΤ=12=12
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